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Weierstrass regarded his famous approximation theorem of 1885 primarily as a result on 
representations. In his lectures of 1886 he aimed at showing that even some classes of 
discontinuous functions can be represented by ‘arithmetical expressions,” i.e., series of 
polynomials. Also, and with some surprise, he had learned from the work of Fourier that 
fairly arbitrary functions could appear as boundary or initial distributions of analytic solutions 
to differential equations. In his eyes, all this justified the Eulerian conception of a function 
as represented by an expression. Weierstrass was apparently unaware of related methods 
and results by Cauchy and his contemporaries. In particular, Weierstrass’ use of “delta 
functions” and convergence factors looks clumsier than earlier work done at Paris around 
1820. The limited knowledge and mention of early 19th-century real analysis in the lectures 
of 1886, and its contrast to verbal praise of the significance of history, may explain a 
strange fact in historiography: the Weierstrassians show a lack of understanding, or even of 
knowledge, of earlier French real analysis. Q 1~x2 Academic PESS, IN. 
WeierstraR hat seinen bertlhmten Approximationssatz von 188.5 in erster Linie als einen 
Darstellungssatz angesehen. In seinen Vorlesungen von 1886 wollte er sogar Klassen von 
unstetigen Funktionen durch “arithmetische Ausdrilcke” darstellen, d.h. bei ihm durch 
Reihen von Polynomen. Mit einiger ijberraschung entnimmt er dem Werk von Fourier, 
dag weitgehend willktirliche Funktionen als Rand- oder Anfangswerte von analytischen 
Losungen von Differentialgleichungen auftreten konnen. Er sieht in alledem eine Rechtferti- 
gung des Eulerschen Funktionsbegriffs. WeierstraR scheint verwandte Methoden und Re- 
sultate von Cauchy und dessen Zeitgenossen nicht gekannt zu haben. Insbesondere ist 
WeierstraR’ Verwendung von Methoden wie Deltafunktionen und konvergenzerzeugenden 
Faktoren wenigergeschickt als in den Pariser Arbeiten aus der Zeit urn 1820. Die Vorlesungen 
von 1886 zeigen, da8 Weierstrag nur eine begrenzte Kenntnis der reellen Analysis des frtlhen 
19. Jahrhunderts hatte, was im Gegensatz zu seinen Lobworten tiber die Geschichte steht. 
Damit kann eine Merkwiirdigkeit der Geschichtsschreibung erklart werden: In der Nachfolge 
von WeierstraB beobachtet man fehlendes Verstandnis und sogar mangelnde Kenntnis der 
friiheren franzdsischen reellen Analysis. o 1992 Academic press, IDC. 
Weierstrass considtrait son fameux theoreme d’approximation de 1885 principalement, un 
theortme de representation. Dans ses tours de 1886 il voulait meme rep&enter des classes 
de fonctions discontinues par des expressions arithmetiques, c’est a dire par des series de 
polynomes. 11 Ctait m&me surpris de lire chez Fourier que des fonctions assez g&&ales 
peuvent paraitre comme des valeurs au bord ou initiales de solutions analytiques d’equations 
differentielles. A son avis tout celajustifiait la conception eultrienne d’une fonction reprtsen- 
tee par une expression. Apparemment Weierstrass n’a pas connu les methodes et les resultats 
de Cauchy et de ses contemporains. En particulier il a utilise les distributions de Dirac et les 
facteurs de convergence moins habilement que les auteurs des travaux parisiens de 1820. 
Les tours de 1886 montrent que Weierstrass n’a eu qu’une connaissance limitte de l’analyse 
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reelle du debut du 19’ siecle, ce qui est en contradiction avec ses louanges de l’histoire. On 
peut expliquer ainsi une curiosite de I’historiographie: les successeurs de Weierstrass font 
preuve non seulement d’une comprehension mais meme dune connaissance insuffisante de 
l’analyse reelle francaise piUS ancienne. 0 1992 Academic Press. Inc. 
AMS 1991 subject classifications: OlA55, 41-03, 42-03. 
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1. VORBEMERKUNGEN 
Zu seiner Herausgabe der Vorlesungen Weierstral3 1886 hat Siegmund-Schultze 
(1988) bereits auf Beziehungen zur Fourier-Analyse hingewiesen. Er hat an beiden 
Stellen such die Vorgeschichte dieser Vorlesungen erlautert. Danach hat Weier- 
stral3 sich eigentlich im Sommer 1886 nicht in Berlin aufhalten wollen, dann aber 
doch kurzfristig diese Vorlesungen angektindigt. Es ist anzunehmen, da8 er seinen 
Schiilern mitteilen wollte, was ihm in den Gnmdlagen der reellen und komplexen 
Analysis am wichtigsten war. Gegentiber einer lange und griindlich vorbereiteten 
Vorlesung hat der vorliegende Text manche Vorztige: Das dem Autor Wichtige 
wird after in Abwandlungen wiederholt und in der Mitschrift hervorgehoben; 
langere Beweise, die fur das Prinzipielle weniger bedeutend war-en, fehlen oder 
sind nur skizziert; die “Tendenz geht dahin, uns an den historischen Entwicklungs- 
gang . . . anschliel3end zu zeigen, auf welche Weise man die Grundbegriffe der 
Wissenschaft zu begriinden imstande ist” (1886, 20); es werden, etwa tiber die 
Integration beschrankter unstetiger Funktionen, unbewiesene und so such nicht 
richtige Behauptungen aufgestellt, die die Wunschvorstellungen Weierstral3’ er- 
kennen lassen. 
Das Leitmotiv ist: Die ganze Analysis IaRt sich aus dem Begriff der arithme- 
t&hen Darstellung begrtinden. Damit meint er Summen rationaler Ausdriicke, 
und wenn diese Summen unendliche Reihen sind, deren Konvergenz; bei Funktio- 
nenreihen, urn die es ihm letztlich geht, sollte die Konvergenz gleichmal3ig auf 
Kompakta sein. Er legt such Wert darauf, da8 man die Koeflizienten der rationalen 
Summandenfunktionen als rationale Zahlen wahlen kann. Fur die komplexe Analy- 
sis gibt die Vorlesung kaum neue Gesichtspunkte, und ich gehe hier nur auf reelle 
Funktionen ein. 
Wenn reelle Funktionen such im allgemeinen nicht, wie die komplexen 
differenzierbaren, durch Potenzreihen darstellbar sind, so gilt fiir wichtige 
Klassen doch die Darstellbarkeit durch den fur Weierstral3’ arithmetische Kon- 
zeption nachst einfachen Typ, durch Reihen von Polynomen. Das ist fiir ihn 
das wesentliche Ergebnis des spiter sogenannten Approximationssatzes von 
1885; fur ihn selbst ist er ein Darstellungssatz. Die Auffassung zur Grundlagen- 
problematik verschiebt sich von der analytischen Darstellbarkeit 1885 zur 
urithmetischen 1886. In den Vorlesungen 1886 ordnet sich dann such, klarer 
als in frtiheren Vorlesungen, die arithmetische Darstellung der reellen Zuhlen 
der Darstellung von Funktionen, in einem Exkurs eingeschoben, unter. Die 
prirn%ren Gegenstande der Analysis sind nicht die Zahlen, sondern die arithme- 
tisch darstellbaren Funktionen. 
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Ich will die folgenden eng miteinander zusammenhangenden Fragen unter- 
suchen: 1st Weierstral3, tiber den expliziten Bezug auf Fourier (1822) hinaus, 
abhangig von Vorgangern? Welche Analogien oder Parallelen bestehen zu Vor- 
gangern, insbesondere zu dem in der reellen Analysis ebenfalls an Fourier ankntip- 
fenden Cauchy? Und wie ist WeierstraB Rolle in der Geschichte der reellen 
Analysis nach der Publikation der Vorlesungen von 1886 zu sehen? 
2. STETIGE FUNKTIONEN: AUSDRUCK VERSUS BEGRIFF 
WeierstraR beginnt seine Vorlesungen von 1886 mit einer Darstellung der 
historischen Entwicklung des Funktionsbegriffs, wie er sie sieht. Leibniz, Jacob 
Bernoulli, Euler (Introductio), und Lagrange werden als Vertreter der Funktion 
als eines arithmetischen Ausdrucks genannt. Nach Johann Bernoulli hingegen 
“mtisse man den Funktionsbegriff in einer allgemeineren Weise derartig definie- 
ren, da8 jene erste Definition in dieser neuen Fassung des Begriffes enthalten 
sei,” namlich derjenigen, die besagt, “da8 eine stetige anderung (Hervorhebung 
im Original) der einen GroBe eine stetige Anderung der anderen nach sich 
zieht, ohne da8 man imstande ware, einen arithmetischen Ausdruck fur diese 
Abhangigkeit anzugeben oder such nur zu beweisen, da8 ein solcher existiert” 
(Weierstral3 1886, 21-22). 
Daran kniipft Weierstra8 (1886, 23) die Frage, “ob durch die Annahme der 
Stetigkeit der Funktion bedingt ist, da8 eine solche arithmetische Abhangigkeit 
existieren mul3, ganz abgesehen davon, ob wir sie herstellen konnen oder nicht 
. . . . Mit der Erorterung der eben aufgeworfenen Frage wollen wir uns nun 
zunachst in diesen Vorlesungen beschaftigen.” 
Er nimmt sofort seine Antwort vorweg: In der Tat kann man aus der Stetigkeit 
der Funktion folgern, da8 man diese “durch eine unendliche Reihe darstellen 
kann, deren einzelne Glieder rationale ganze Funktionen mit rationalen Zahlen- 
koefizienten sind, d.h. da13 man in der Tat einen arithmetischen Ausdruck erhalten 
kann . . .” (S .23 ; Hervorhebungen im Original). 
Weierstral3 meint offenbar, ein historisches Problem erkannt und gel&t zu 
haben: Von den beiden Funktionsbegriffen, arithmetischer Ausdruck und Stetig- 
keit, umfal3t der erste den zweiten. 
Der spatere Kritiker kann leicht einwenden, da13 Weierstral3 das Problem nicht 
gel&t, sondern verschoben hat: Er mu&e fur die Polynomdarstellung 2, Pk(x) mit 
P,@) = X$$ a (k, j)xJ’ wiederum einen arithmetischen Ausdruck der Koeffizienten- 
funktion a(k, 1) angeben. Aber das sol1 zunachst beiseite gelassen werden. Allein 
das Erkennen des Problems ist schon ein wichtiger Beitrag zur Grundlagendiskus- 
sion der reellen Analysis. 
Das Leitmotiv wird in den Vorlesungen oft wiederholt, in der Nachschrift meist 
durch Unterstreichung hervorgehoben, und es erscheint bereits in (WeierstraS 
1885, 37): 
die Hauptsache liegt in der gewonnenen Erkenntnis, dal3 fiir jede Funktion von der ange- 
nommenen Beschaffenheit stets eine arithmetische Darstellung existiert. . . . 
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Weierstralj (1886, 24) nimmt iibrigens nicht fur sich in Anspruch, das Problem 
als erster gesehen zu haben; “man” habe frtiher geglaubt, da8 “die Fouriersche 
Reihe das in Rede stehende Problem lost, indes hat sich gezeigt, da8 es stetige 
Funktionen gibt, welche sich nicht auf diese Weise ausdrticken lassen.” In (1885) 
hat er selbst den Approximationssatz such fur Reihen aus trigonometrischen Poly- 
nomen bewiesen. 
Spatestens bei diesen Stichworten mu13 auffallen, da8 der Begriffsumfang des 
“arithmetischen Ausdrucks” weiter ist als der der stetigen Funktion, denn mit 
Fourier-Reihen lassen sich such manche unstetige Funktionen darstellen. Und 
dann fallt auf, da13 WeierstraS in seiner historischen Skizze gerade die Phase 
unterdriickt hat, die mit dem Stichwort schwingende Saite beschrieben werden 
kann und die in der Mitte des 18.Jahrhunderts besonders bei Euler zur Abwand- 
lung des Funktionsbegriffs aus der Zntroductio ftihrte, hin zu den “weitgehend 
willktirlichen” Funktionen. Weierstrarj mu&e das erkennen, und er geht such 
schon 1885 kurz auf eine Erweiterung des Approximationssatzes ein, in den 
Vorlesungen (1886, 109-l 12) dann ausftihrlich. 
Er geht sogar soweit, ein Resultat anzugeben (1886, 110; Hervorhebung in 
der Mitschrift): “Zst f(x) immer endlich, so kann man es durch eine unendliche 
Summe von ganzen Funktionen g darstellen mit der MaJ’gabe, daJ diese Reihe 
den Wert an jeder Stetigkeitsstelle liefert.” Der Beweis dieses Satzes, den er 
allerdings nie aufgeschrieben hat, beruhe “auf einigen Erweiterungen des Begrif- 
fes eines bestimmten Integrals.” In der Mitschrift steht dann: ‘ ‘WeierstraR hat 
gefunden, da8 jede mit beliebigen Unstetigkeiten behaftete Funktion, falls sie 
nur endlich bleibt, integriert werden kann. . . .” 
Endlichkeit bedeutet Beschranktheit im heutigen Sinne. Die nachfolgende 
Skizze ist dunkel und argumentiert mit unendlich schmalen Rechtecken der 
Basis 26 und von einer Hohe, die urn S groBer ist als die jeweilige Ordinate. 
Im Nachhinein kann man an Funktionen von beschrankter Schwankung denken, 
und fur diese larjt sich schon die Durchftihrung der Fourierschen Beweisskizze, 
welche Dirichlet (1829) gab, fur einen Darstellungssatz mit trigonometrischen 
Reihen und damit Reihen von Polynomen verwenden. Aber das findet sich bei 
WeierstraB nicht, er will seine Horer fur eine Erweiterung des Integralbegriffs 
interessieren. Diese ist dann aber nicht aus seinem Schtilerkreis entstanden. 
Hier kommt es such gar nicht darauf an, was Weierstral3 tatsachlich durchftihr- 
te; bemerkenswert ist, da8 er die Darstellung beschrankter unstetiger Funktionen 
durch arithmetische Ausdriicke fur wtinschenswert, ja sogar fur moglich hielt. 
Nicht nur der Begriff der Stetigkeit, sondern der Begriff der Funktion iiberhaupt 
sollte nach seinem Wunsch zurtickgeftihrt werden auf die Darstellungen als 
arithmetische Ausdrticke. 
Die Reform der Analysis durch Cauchy 1821-1829 kann man dadurch charak- 
terisieren, da8 aus Begriffen (Stetigkeit) auf Eigenschaften der Funktionen 
geschlossen wird und nicht mehr aus der expressio analytica im Sinne von 
Eulers Zntroductio. Uns gilt WeierstraB als Vollender dieser Auffassung des 
Deduzierens aus Begriffen: Aus dem Begriff der Stetigkeit auf einem abgeschlos- 
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senen Interval1 folgen gleichmal3ige Stetigkeit, Beschranktheit, Annahme der 
Extrema, Integrierbarkeit. Und nun hat Weierstra13 gezeigt: Es folgt sogar die 
Darstellbarkeit als arithmetischer Ausdruck. 
Dieses Ergebnis empfindet er nun geradezu als den befriedigenden AbschluS 
in der reellen sowohl als such in der komplexen Analysis (1886, 176): Es 
moge “such interessant und ntitzlich sein . . . , Eigenschaften der Funktion 
aufzufinden, ohne auf ihre Darstellung Riicksicht zu nehmen. Das letzte Ziel 
bildet immer die Darstellung einer Funktion.” 
Zunachst haben manche seiner Anhanger, so Pringsheim, ihm darin folgen 
konnen, da13 der Eulersche Funktionsbegriff der Zntroductio damit sozusagen 
nachtraglich als hinreichend allgemein gelten konne. Die Konsequenz, die 
WeierstraS wohl wtinschte, mochte man aber doch nicht ziehen: Im Prinzip ist 
das Deduzieren aus Begriffen eliminierbar, wenn es such interessant und ntitzlich 
sein mag. Ware man dem gefolgt, so hatte sich Cantors Mengenlehre kaum als 
Hilfsmittel der Analysis durchsetzen konnen. 
Spalt (1991) hat den Weierstrafischen Zahlbegriff zwischen Bolzano und 
Cantor angesiedelt. Ich will das einerseits allgemeiner, andererseits scharfer 
fassen: Allgemeiner, weil der Vorrang des arithmetischen Ausdrucks nicht auf 
die Zahlen beschrankt ist, sondern such fur die “weitgehend willktirlichen” 
Funktionen zu gelten hat; und scharfer, weil mir die Nahe zu Bolzano, besonders 
aber zu Cauchy, greifbarer erscheint als eine unterstellte Annaherung an Cantor, 
fur die WeierstraB 1885 und 1886 keinen Beleg liefert. 
Die Darstellung von Funktionen ist das zentrale Thema der Vorlesungen von 
1886, und die Wiederaufnahme und Weiterftihrung zum Zahlbegriff erscheint 
hier nur marginal, in der Nachschrift § 5 ausdrucklich als Exkurs abgehoben. 
Es sei, sagt Weierstral3 (1886, 36), “erforderlich, mit einigen Worten auf die 
arithmetischen Grundlagen der Funktionentheorie einzugehen.” Denn es sei 
zu unterscheiden zwischen der Anwendung der Reihe von Polynomen zur 
angenaherten Berechnung der Funktion einerseits und der Behauptung, “da13 
die Reihe fur jeden Wert von x, fur den die Funktion uberhaupt definiert ist, 
die Funktion wirklich darstellt.” (Hervorhebung in der Mitschrift.) Diese Wen- 
dung mag uberraschen, hat er doch kurz zuvor (1886, 33) anschreiben lassen 
und dazu gesagt: “Die Gleichung . . . zeigt, da13 wir auf mannigfaltige Weisef(x) 
als Summe einer unendlichen Anzahl von ganzen rationalen Funktionen darstellen 
konnen, eine Darstellung, die fur jeden endlichen Wert von x gilt . . .” 
Ich mag nicht entscheiden, ob es Haarspalterei ware, zwischen Darstellung und 
“wirklicher” Darstellung zu unterscheiden und bleibe beim zentralen Thema, der 
arithmetischen Darstellung von Funktionen. Zu dem Exkurs tiber Zahldarstel- 
lungen sei auf (Spalt 1991) und die dort zitierte Literatur verwiesen. 
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3. DIE HERKUNFT DER FRAGESTELLUNG UND DER 
BEWEISMETHODE AUS DER PARISER MATHEMATISCHEN PHYSIK 
UM 1820 
WeierstraB (1885,23) kniipft ausdriicklich an die Theorie der Warme von Fourier 
(1822) an; ich setze der Kiirze halber die Konstanten p = 1 und c = 7~, so da13 die 
von WeierstraR zitierte Formel von Fourier lautet 
$o=&,=$ 02 
7 F(x’)e-“2’cosv(x- x’)dx’, 
-7r 
wobei fiir t > 0 wegen der Faktoren emvLr Integration und Summation vertauschbar 
sind. Er setzt cp = F(x, k) mit k = 2 d. 1st F 27r-periodisch und setzt man mit 
Fourier in den einzelnen Summanden r = 0, so ergibt sich die Fouriersche Reihe 
von F, und fur kleine t > 0 erhalt man die Approximation von F(x) durch trigono- 
metrische Summen 
3 n 
2 + 2 e-y2f(uv cos Yx + b, sin vx), 
v=l 
mit den Fourier-Koeffizienten a,, b, von F. Bei stetigem F sind diese Aussagen 
richtig, obwohl die Fourier-Reihe selbst nicht zu konvergieren braucht; denn es 
ist lim,,, cp = F(x). 
Fiir t > 0 ist p eine Losung der Warmeleitungsgleichung (o( = cpxX mit den 
Anfangswerten F(x) zur Zeit t = 0. WeierstraB findet es aul3erst merkwiirdig, da13 
F(x) willktirlich sein darf und trotzdem (o fur t > 0 eine analytische Funktion der 
beiden Veranderlichen sein wird und somit such fiir komplexe Werte der Variablen 
eine Bedeutung habe (1885, 24). Unnotig zu sagen, dal3 Weierstral3 alles mit sau- 
beren Abschatzungen tiberpriift. Doch sind das nur technische Details, Uberset- 
zungen von Ansatzen aus den 1820er Jahren in die Sprache der Epsilontik. 
Fouriers Uberlegungen waren in Paris schon vor der Veriiffentlichung des 
Buches bekannt, und aus ihnen schopften besonders Cauchy und Poisson, und 
indirekt iiber letzteren such GauB, bei denen sich Satze von folgender Art finden. 
Fur geeignete Faktoren h(v) = h( - v), die fiir endliche v unendlich wenig kleiner 
sind als 1, ist die stetige 2r-periodische Funktion F(t) nur unendlich wenig 
verschieden von der modifizierten Fourierschen Reihe 
f$ + 2 h(v)(a, cos vx + b, sin vx) = c h(v)cueivX. 
Fiir Ausfiihrungen dazu und Literaturangaben verweise ich auf (Laugwitz 1989a, 
b). Zuvor hatten Freudenthal und besonders Liitzen (1982) darauf hingewiesen, 
dal3 hier die Methoden der Diracschen Deltafunktion erstmals systematisch Ver- 
wendung fanden. Es wird namlich die Reihe (1) fiir a, = 6, = l/r oder c, = 
1/27r aufsummiert und gezeigt, daI3 die zugehiirige Funktion 6(x) auDerhalb einer 
unendlich kleinen Umgebung von x = 0 (und von Vielfachen von 27~) unendlich 
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klein ist; auherdem ist offenbar sf, 6(x) dx = 1, und daher hat man bis auf einen 
unendlich kleinen Fehler bei stetigem F 
F(x) = 7 6(x- x’)F(x’) dx’ 
-n 
(2) 
und nach Einsetzen der Reihe fiir die Deltafunktion dann die Entwicklung (1). 
Weierstrag hat im Anschlub an Fourier h(v) = e-“’ fur kleine t > 0 und muB 
eine Jacobische Thetafunktion diskutieren, welche fiir unendlich kleine t eine 
Deltafunktion wird. Die Zeitgenossen Fouriers, such GauB, hatten eleganter 
h(v) = qlvl mit einem q, das unendlich wenig kleiner als 1 sein sollte, und brauchten 
nur eine geometrische Reihe zu summieren. Das ergibt den sogenannten Pois- 
sonschen Kern. Da Weierstrag selbst eine kompliziertere Funktion benotigt, kann 
man annehmen, dag er die Arbeiten der Zeitgenossen Fouriers nicht kannte. 
ijbersetzt man die Resultate aus der Infinitesimalsprache in die der Epsilontik, so 
besagen sie: 1st F stetig und 2r-periodisch, so gibt es zu jedem E > 0 ein N = N(E) 
und ein r = T(E) < 1 mit 
F(x) - 5 r-Iv1 cp < & , 
-N 
und das ist der Weierstragsche Approximationssatz fur trigonometrische Poly- 
nome. uber die Reihenentwicklungen der Exponentialfunktion oder der trigono- 
metrischen Funktionen folgt daraus, wie such WeierstraI3 bemerkt, miihelos der 
Approximationssatz fur Polynome. 
Zumindest die trigonometrische Fassung des Approximationssatzes war bewie- 
sen-aber der Satz wurde gar nicht formuliert, er interessierte nicht. Man hatte 
eine Darstellung im Sinne der Infinitesimalanalysis, die alles Erforderliche leistete. 
Das Bediirfnis nach dem Satz wird erst durch den von WeierstraB selbst ma& 
geblich herbeigefiihrten Paradigmenwechsel in der reellen Analysis geweckt. 
Entscheidend fur den Beweis war (2), und diese Idee liegt such dem Beweis 
des Approximationssatzes fur Polynome bei Weierstrag zugrunde. In der Pariser 
Infinitesimalsprache ausgedrtickt mug man nur daftir sorgen, daI3 als Deltafunktion 
ein Polynom (unendlich hohen Grades) in (2) eingesetzt wird. Ein solches erhalt 
man z.B. aus 
d(u) =le -(u/k)’ 
kV;; 
bei unendlich kleinem k, wenn man die Reihenentwicklung bei einem genugend 
grol3en unendlich grogen Exponenten abbricht, so daI3 das Restglied fur alle end- 
lichen u unendlich klein ist. Die GauS-Funktion d(u) kann durch jede gerade ganze 
Funktion mit sd(u) du = 1 ersetzt werden. Fur die durch Abbrechen erhaltene 
Polynomfunktion 6(u) folgt dann, da6 
r 6(x - u)F(u) du (3) 
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bei stetigem F(u) und einem Integrationsintervall, welches x im Innern enthalt, bis 
auf eineu unendlich kleinen Fehler gleich F(x) ist. Solche Beweise findet man bei 
Cauchy mehrfach (vgl. Laugwitz 1989,228-232), und zwar ganz einwandfrei, mit 
den richtigen Intervallzerlegungen und Anwendungen des Mittelwertsatzes der 
Integralrechnung, der bei ihm 1818 in diesem Zusammenhang wohl erstmals auf- 
tritt. Weierstralj sagt von der entsprechenden Beziehung, in Grenzwertsprache 
ausgedrtickt, richtig, da13 sie seit langem bekannt sei, und unzutreffend, da8 sie 
ein noch nicht genau begrtindeter Satz sei (1886, 25). 
Fur ein Polynom 6 ergibt (3) nach Ausmultiplizieren und Integrieren dann tat- 
sachlich ein Polynom, dessen Koeffizienten Summen tiber Momentenintegrale 
sdF(u) du sind. 
Wieder erhalt man WeierstraS’ Beweis von 1885/1886 durch Ubersetzung in die 
Sprache der Epsilons. Dadurch, da13 er zuerst den Satz tiber die Approximation 
durch rationale Funktionen und dann den fiir trigonometrische Polynome beweist, 
rtickt die Herkunft aus Fouriers Buch etwas in den Hintergrund. In spateren 
Beweisen ist dann tiberhaupt kaum noch die Deltafunktion als einfache Beweisidee 
erkennbar. 
Betrachten wir von hier aus noch einmal Weierstral3’ Leitmotiv, den Umfangs- 
vergleich der Begriffe Stetigkeit und arithmetischer Ausdruck. Sowohl bei der 
trigonometrischen als such bei der Polynomapproximation sind die Koeffizienten 
Integrale, in deren Integranden die Funktion auftritt. Kann man dann davon reden, 
die willkiirliche Funktion sei durch einen arithmetischen Ausdruck dargestellt? 
Noch deutlicher wird das, wenn man (2) oder (3) ansieht: Zur Darstellung des 
Funktionswertes F(X) wird unter dem Integral der Gesamtverlauf der Funktion F 
benotigt. Nimmt man statt der Fourierreihen die Fouriersche Integraldarstellung, 
so ware F(x) = Jeik”G(k) dk ein (analytischer) Ausdruck; aber da umgekehrt 
G(k) = (1/2~) s F(x)eeik” dx ist, haben wir nichts gewonnen als: Wenn G zu einer 
irgendwie definierten Klasse von Ausdrticken gehiirt, dann gehort F zu der Klasse 
der Fouriertransformierten der ersteren, und umgekehrt. Ich kann nicht finden, 
da13 WeierstraB’ Wunsch damit erftillt sei. Die spatere Bedeutung seines Satzes 
war dann such eine ganz andere. 
Der mathematische Gehalt seiner Uberlegungen ist, kurz zusammengefal3t: Re- 
elle Funktionen cp(x, t), die fur alle x und alle c > 0 analytisch sind, kiinnen fur 
I + +0 ziemlich willktirliche Anfangswerte annehmen, wie die Losungen der 
Differentialgleichung (a, = q.rX aus der Fourierschen Warmetheorie zeigen. Seit der 
Pariser mathematischen Physik urn 1820 waren solche Resultate, fur ganze Klassen 
linearer partieller Differentialgleichungen, durchaus allgemein bekannt. Weier- 
stral3 deutet das zusammenfassend am Ende des Vorlesungsteils tiber reelle Funkti- 
onen (1886, 109) so (Hervorhebungen in der Mitschrift): “Dieses Resultat ist von 
grol3em Interesse, denn es zeigt, daJ der Ursprung der sogenannten willkiirlichen 
Funktionen in gum gewiihnlichen analytischen liegt,” die sich in Potenzreihen 
entwickeln lassen. 
Die beiden letzten Abschnitte der Vorlesungen, $0 13/14, behandeln im Uber- 
blick die Funktionen komplexer Veranderlicher, in denen das Leitmotiv der Rei- 
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henentwicklung noch deutlicher wird und wo es fiir Weierstral3 sicherlich such 
seinen Ursprung hatte. Fur unser Thema ergibt sich nichts weiter Neues. 
4. PARALLELEN ZU CAUCHYS REELLER ANALYSIS 
a. Singultire Integrale und Faltungen 
Die Rezeption von Cauchys Grundlagen der reellen Analysis durch WeierstraB 
und dann besonders durch seine Schtiler und Anhanger erscheint ltickenhaft. 
Das wirkt sich such in der Geschichtsschreibung noch bis heute aus. Siegmund- 
Schultze wahlt als Kolumnentiberschrift zu 9 3 seiner Ausgabe von (WeierstraB 
1886): Ein Lemma iiber singulare Integrale. Im Kommentar schreibt er (Nr. 11, 
231): “Die ‘singular-en Integrale,’ die W. beim Beweis benutzt, sind seitdem mit 
seinem Namen verkntipft. W.‘s Arbeit ist such eine wesentliche Quelle der moder- 
nen Theorie des Faltungsprodukts.” 
Tatsachlich finden sich nicht nur die Methoden, sondern such der Name “singu- 
lares Integral” untibersehbar bei Cauchy. Die “singularen bestimmten Integrale” 
behandelt er sogar in seinen Vorlesungen (1823) als solche iiber ein unendlich 
kurzes Intervall, in dem der Integrand unendlich grol3 werden kann, eine Termino- 
logie, die der WeierstraB-Schule nicht besonders sympathisch sein konnte. In 
(Cauchy 1823) wird such nicht deutlich, wozu diese Begriffsbildung dienen 
kann-sie tritt in Gestalt von Deltafunktionen in der Forschung der Zeit standig 
auf-und such die Namensgebung erscheint wenig verstandlich. Cauchy legte auf 
verntinftige Benennungen und Bezeichnungen groSen Wert, und das gilt such hier. 
Wir wissen das allerdings erst seit der sensationellen Entdeckung durch Gilain 
(1981) von Druckfahnen der Weiterftihrung des R&me’ von 1823 in Vorlesungen 
iiber gewohnliche Differentialgleichungen. Bei diesen war und ist es tiblich, von 
partikularen Integralen als solchen zu sprechen, die sich durch geeignete Konstan- 
tenwahl aus dem allgemeinen Integral ergeben, und von singularen Integralen bei 
solchen, fur die das nicht gilt. Letztere sind in der Tat ‘vereinzelt.’ Die bestimmten 
singularen Integrale verwendet Cauchy zu einer eleganten Unterscheidung der 
beiden Losungstypen (vgl. Grattan-Guinness 1990, 761). 
Das konnte die WeierstraB-Schule nicht wissen. Aber es gibt andere Indizien 
fur die mangelnde Kenntnis der Pariser Analysis. Die Formel fiir den Konvergenz- 
radius beweist Cauchy ab 1821 zuerst fur reelle, dann fur komplexe Potenzreihen 
knapp und klar, und das wird erst von Hadamard 1892 neu gefunden. Auch wenn 
Cauchys Oeuures erst 1882 zu erscheinen beginnen, so waren seine Lehrbticher 
in vielen deutschen Bibliotheken zu finden und die einschlagigen Originalarbeiten 
zuganglich publiziert. Merkwtirdig, da13 in Berlin beispielsweise die Frage nach 
einer Formel fiir den Konvergenzradius gar nicht auftaucht. 
In seinem historischen Uberblick sagt Weierstrarj (1886, 22) tiber die neue 
Fassung des Stetigkeitsbegriffs, dieser sei “ besonders von Cournot, Cauchy, Di- 
richlet u.a. vertreten worden.” Auch hier fehlt die gerechte Einschatzung der 
bahnbrechenden Leistung Cauchys fiir die reelle Analysis. Von Cournot kann man 
ganz absehen; und (Dirichlet 1829) wird in Deutschland nicht ganz zu Recht so 
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hoch eingeschatzt. Er hatte in seinen vier vorausgegangenen Pariser Jahren vie1 
von Cauchy, mehr noch von Fourier gelernt, was er selbst anerkennt. Fur die 
Fourier-Reihen fiihrt Dirichlet 1829 das epsilontisch durch, was Fourier (1822, § 
417) leichthin andeutet: “Ces considerations sont trop connues pour qu’il soit 
necessaire de les rappeler.” Allerdings kann Dirichlet auf einen diesem kaum 
zuzutrauenden Fehler Cauchys verweisen, den er bei der Ausfiihrung des Fou- 
rierschen Beweises gemacht, aber langst eingesehen hatte. Das und Riemanns 
Abril3 der Entwicklung der Fourier-Reihen in seiner Habilitationsschrift mag das 
Cauchy-Bild der Berliner negativ beeinfluSt haben, jedenfalls was die reelle Analy- 
sis angeht. 
Anders als Siegmund-Schultze und die Tradition der WeierstraBschule sehe 
ich die eigentliche Quelle nicht nur der singularen Integrale, sondern such des 
Faltungsprodukts bei Cauchy und seinen Pariser Kollegen; die Gleichungen (2) 
und (3) aus Abschnitt 3 sind damals, in mancherlei Abwandlungen und in n- 
dimensionalen Verallgemeinerungen, die Basis der mathematischen Physik 
gewesen. 
b. Die Darstellung such unstetiger Funktionen bei Cauchy 
Cauchy hat die Bedeutung seines Stetigkeitsbegriffs immer wieder hervorgeho- 
ben. Doch war ihm die Rolle unstetiger Funktionen, z.B. als Rand- und Anfangsda- 
ten bei partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik, stets be- 
w&t. In einer Reihe von Comptes-Rendus-Noten ab 1848, die in Oeuures (1) 11 
ab S.87 nachgedruckt sind, hat er grundsatzliche Uberlegungen iiber unstetige 
Funktionen angestellt. Die Note 435 (loc.cit.S.120 ff.) weist deutliche Parallelen 
zu (WeierstraS 1885, 1886) auf. 
Wenn eine Funktion Losung einer Differentialgleichung sein soll, sagt Cauchy, 
so setzt das implizit zumindest ihre Stetigkeit voraus. Die eventuell unstetigen 
Rand- oder Anfangswerte will er aufgefaBt wissen als “spezielle Werte stetiger 
Funktionen.” (Er schreibt wiederholt “valeur particuliere”!) Sein beliebtestes 
Beispiel ist (loccit. S.90, 180) 
l(x) = 1 + ‘,y 
‘wobei E eine unendlich kleine Zahl bezeichnet’ oder ‘wo man E verschwinden 
1813t.’ Er sieht das als eine Darstellung der Einheitssprung-Funktion und hat fur 
derartige Funktionen einen eigenen Namen, Limitateur. Die Variable x darf kom- 
plex sein: “. . . le limitateur l(x) se reduit sensiblement ou a zero ou a l’unite, 
suivant que la partie reelle de x est negative ou positive.” Fiir endliche E > 0 und 
alle x ist der Limitateur eine analytische Fur&ion der beiden Variablen. 
Ganz allgemein heil3t es (loc.cit. S.176 unten): “Une fonction discontinue de 
plusieurs variables independantes peut toujours Qtre consideree comme repre- 
sentant la valeur particulibre que prend, pour une valeur nulle d’une variable 
auxiliaire, une fonction plus generale, mais continue, qui renferme cette variable 
auxiliaire avec toutes les autres.” 
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Fast wortlich findet sich diese Auffassung bei Weierstra8 (1886, 109/l 10) wieder: 
m, 3 * * * , x, ; k) sei nach Potenzen der xj entwickelbar, “deren Koeffizienten 
stetige Funktionen von k sind; m&et-t sich k der Null, so nahert sich F(x, , . . . , 
x, ; k) der Grenzef(x, , . . . , x,). . .” Zunachst istf bei ihm stetig, aber “willktir- 
lich”, sodann darf es such “mit Unstetigkeiten behaftet” sein. WeierstraR beruft 
sich auf die Warmetheorie, Cauchy gibt allgemeine Untersuchungen zu partiellen 
Differentialgleichungen. Diese sind fur den Kenner der heutigen Distributions- 
theorie leicht verstandlich, waren aber fur das spatere 19. Jahrhundert wohl kaum 
zuganglich. Es w&de den Rahmen dieser Note sprengen, darauf weiter einzu- 
gehen. 
Die interessante Parallele ist: Sowohl Cauchy als such Weierstra8 sind hier nicht 
darauf aus, pathologische Funktionen urn ihrer selbst willen oder einer Abgrenzung 
mathematischer Begriffe zuliebe zu untersuchen. Sie teilen vielmehr die Vorliebe 
fur analytische Funktionen, sehen abet-, da8 die Physik such andere braucht, und 
versuchen diese durch analytische Funktionen darzustellen. Beiden geht es nicht 
urn die ontologische Frage, was eine Funktion “ist,” sondern urn die brauchbare 
Darstellung. 
c. Der Primat der Funktion uor der Zahl 
Mehrfach war Gelegenheit daraufhinzuweisen, da8 es Weierstrarj in der Analysis 
in erster Linie urn Funktionen geht. Da8 man seit dem spaten 19.Jahrhundert dazu 
tiberging, den Universitatskursen eine Begrtindung der reellen Zahlen vorangehen 
zu lassen, mag mit auf Weierstrafi’ systematische Vorlesungen zuriickzuftihren 
sein und den Einflul3, den die Kritik Kroneckers an den Grundlagen der Analysis 
austibte. In der besonderen, eingangs geschilderten Situation von 1886 ist das 
anders, die Grundlegung des Zahlbegriffs erscheint motiviert durch Probleme tiber 
Funktionen. 
Cauchy (182 1) stellt die Eigenschaften der reellen Zahlen erlauternd zusammen, 
die wir heute Axiome eines angeordneten Korpers nennen; die Vollstandigkeit 
wird in Note III beim Beweis des Zwischenwertsatzes als verstecktes Lemma 
eingeftihrt: Monotone beschrankte Folgen konvergieren. Am Gebrauch im Beweis 
sieht man, da8 man an die Dezimaldarstellung denken kann, in der dieses Lemma 
tatsachlich fast offensichtlich ist. Auch bei Bolzanos Beweis des Zwischenwert- 
satzes von 1817 beobachtet man Ahnliches. Dirichlet verwendet das versteckte 
Lemma zum Beweis der Gleichmagigkeit der Stetigkeit. (Er spricht von der Funda- 
mentaleigenschaft der stetigen Funktionen: Vorlesungen iiber bestimmte Integrale 
von 1854, herausgegeben von G. Arendt, Braunschweig (Vieweg) 1904; trotz des 
spaten Erscheinens diirften die Vorlesungen in Berlin nicht ohne Wirkung gewesen 
sein.) Im tibrigen gibt Cauchy zu Zahlen und GroBen erlauternde Bemerkungen 
und Festlegungen von Bezeichnungen, wobei er besonders die Methodik der Un- 
gleichungen begrtindet. Zahlen als Gegenstande der Erforschung spielen keine 
Rolle; sie sind Instrumente. 
Wie such Bolzano untersucht Cauchy (1821) Reihen von Funktionen, und fur die 
werden Konvergenzkriterien und Satze formuliert, mit der bekannten impliziten 
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Annahme der “gleichmail3igen” Konvergenz. Zahlenreihen sind bei beiden Spezi- 
alfalle . 
Was Cauchy bereits als 32jahriger beginnt und sein Leben lang beibehalt, das 
zeigt sich such in den Vorlesungen des 70jahrigen WeierstraB: Auf die Funktionen 
kommt es in der Analysis an. Ubrigens beginnt Cauchy mit den stetigen Funktio- 
nen, und die Untersuchungen tiber Reihen folgen vie1 spater: Dabei handelt es sich 
urn spezielle Funktionenklassen. 
Anders als Cauchy sind sowohl Bolzano als such Weierstraa auf das Problem 
eingegangen, inwiefern unendliche Zahlen- oder GroBenausdriicke, gebildet mit 
rationalen Zahlen, zu den Gegenstanden ftihren, die man reelle Zahlen nennt. 
Beiden ist es nicht gelungen, von ihnen selbst fur publikationsfahig anerkannte 
Fassungen zu erstellen. Bolzanos Uberlegungen blieben mehr als ein Jahrhundert 
unveroffentlicht und haben den Gang der Mathematik nicht beeinfluBt. (Dazu sehr 
ausftihrlich (Spalt 1991) mit Literaturverzeichnis.) 
Eigenes Leben entfalteten die reellen Zahlen seit Dedekind, so dal3 Funktionen 
allmahlich mehr und mehr als abgeleiteter Begriff erschienen und die reellen Zahlen 
als Grundbegriff. Doch kann H.Weyl (1928) noch schreiben: “Niemand kann 
erklaren, was eine Funktion ist. Aber: ‘Eine Funktion fist gegeben, wenn auf 
irgendeine bestimmte gesetzmal3ige Weise jeder reellen Zahl a eine reelle Zahl b 
zugeordnet ist.“’ (S.8; wenig spater, S. 12, spricht er von Funktionen als “zweistel- 
ligen Mengen.“) Noch hier, wie bei Cauchy und anderen, ist Funktion ein nicht 
weiter definierbarer Grundbegriff, der im Einzelfall durch eine “gesetzmal3ige” 
Weise festzulegen ist. 
Kritisch ist Kleins Schlagwort von der Arithmetisierung der Analysis zu sehen, 
unter das bis heute such WeierstraB einbezogen wird (Bottazzini 1986, Chapter 
7). Jedenfalls darf es fur letzteren und im Hinblick auf die arithmetische Darstell- 
barkeit nicht mil3verstanden werden: “Arithmetisch” bezieht sich auf die ratio- 
nalen Rechenoperationen, nicht etwa auf die rationalen Zahlen. Wenn man wollte, 
konnte man eher bei Cauchy einen Vorgriff auf die Hilbertsche Axiomatik der 
reellen Zahlen von 1899 entdecken und meinen, darauf habe Cauchy seine Analysis 
dann aufgebaut. 
d. Details 
Auch in Kleinigkeiten findet man vielfach iiberraschende Parallelen. Ohne vie1 
Aufhebens erwahne ich: 
i. Mit der Ausnahme von (Bolzano 1817) findet man vielfach die falsche 
Formulierung: XY, konvergiert, wenn Cn+k , ,u,+Oftirjedesk(Cauchy 1821, 115/ 
16) und spater wiederholt, in einer von Neuenschwander herausgegebenen Vorle- 
sung Riemanns (Laugwitz 1989a, 209-210; dort S.208 such Hinweise auf miSdeut- 
bare Formulierungen Eulers), in (Weierstra13 1886, 55) (vgl. (Spalt 1991, 340, 
Ft.&rote)) und in (Cantor 1883, 569). Bei allen Autoren ist aus dem Kontext, 
namlich der Divergenz der harmonischen Reihe und der richtigen Verwendung des 
Kriteriums, jeder B-t-turn ausgeschlossen. Jeder, der die Texte und insbesondere 
die Beweise mit Verstandnis liest, sieht, was wirklich gemeint ist. Besonders bei 
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Cauchy waren viele Debatten iiber ‘Fehler’ unnotig, wenn man diese einfache 
Regel befolgte. Interessant ist tibrigens, da13 der Fehler nur in den epsilontischen 
Versionen auftritt, wahrend bei Euler und Cauchy die infinitesimalmathematischen 
Formulierungen einwandfrei sind, Z; u, unendlich klein fur jedes unendlich grorje 
n; diese letztere Version wird in den Beweisen bevorzugt verwendet. 
ii. Die Pariser Schlurjweise mit “Deltafunktionen” kann man nicht nur bei 
(Weierstra8 1885, 1886) wiederlmden, sondern z.B. such in seinem bertihmten 
Gegenbeispiel von 1870 zum Dirichletschen Prinzip, such abgedruckt in (Weier- 
stralj 1886, 52-54); sein q(x) approximiert eine Sprungfunktion, so da13 cp(- 1) = 
a, cp( + 1) = b, q’(x) annahemd (b - a)/2 ma1 der bei Cauchy standig verwendeten 
rationalen Deltafunktion (&)/(x2 + a2) ist, und er hat dann J-, (X S(x))* dx = 
0. Am Rande bemerke ich, da8 die ganze Theorie der “diskontinuierlichen 
Faktoren,” die man Dirichlet zuschreibt, in den Pariser Arbeiten einwandfrei 
enthalten ist, freilich in der Sprache der Infinitesimalien. 
iii. WeierstraS konnte Bolzanos Funktionenlehre nicht kennen, die erst 1930 
gedruckt erschien. Die Ideen zum Satz von Bolzano-Weierstrafl sind ganz parallel 
zueinander, und such die Verwendung. Cauchy und Dirichlet kommen elegant mit 
der Konvergenz monotoner beschrankter Folgen ans Ziel; das la& sich nicht ohne 
weiteres auf hohere Dimensionen verallgemeinern. Doch kann Cauchy damit sogar 
seine Formel fur den Konvergenzradius von Potenzreihen erhalten; wieder sind die 
Beweise knapp und klar, die Formulierungen in den Satzen mifiverstandlich: (Cau- 
thy 1821, 121/122) richtig, aber ganz falsche Formulierung (mit tiim sup la,( in un- 
serer Schreibweise) (1821, 136). Es verdient festgehalten zu werden, da8 weder 
WeierstraS noch seine Schtiler die Frage stellen, wie man aus den Koeffizienten a, 
einer Potenzreihe auf deren Konvergenzradius schliegen kann. 
5. SCHLUOFOLGERUNGEN: WEIERSTRAB UND DIE 
MATHEMATIKGESCHICHTE 
Es hat sich gezeigt, dal3 entgegen der anspruchsvollen “Tendenz” zum Anschlul3 
an den “historischen Entwicklungsgang” bei Weierstrarj (1886) nur ganz wenige 
historische Beztige nachweisbar sind, konkret kaum mehr als (Fourier 1822). 
Textvergleiche zeigen, da8 er Arbeiten von Cauchy und Poisson kaum im Geiste 
gegenwartig gehabt haben kann, da seine Ideen wohl Fourier folgen, aber nicht 
vereinfachten Ansatzen der beiden anderen Pariser. Sogar Textbticher wie (Cau- 
thy 1821), von denen es (Berliner!) Ubersetzungen gab, waren offenbar nicht 
in den interessanten Details, tiber die Konvergenzkriterien und -tests hinaus, 
bekannt. 
Zur Geschichte der stetigen Funktionen gibt WeierstraR einen sehr liickenhaften 
AbriR, der noch dazu auf sein Ziel reduziert erscheint. So ist bei Euler sogar in 
der Introductio in unulysin injinitorum von analytischen und nicht nur arithme- 
tischen (im Sinne von WeierstraS) Ausdrticken die Rede, und da8 zur Zeit der 
Publikation 1748 bereits durch den Streit tiber die schwingende Saite entscheidende 
Bewegung in die Entwicklung des Funktionsbegriffs gekommen war, wird nicht 
erwahnt. Cauchy wird nicht als der Begrtinder des Stetigkeitsbegriffs gesehen, 
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sondern nach dem dafiir unbedeutenden Cournot genannt, was selbst bei einem 
Schreibfehler (vielleicht Carnot? Dann stimmten sowohl alphabetische als such 
zeitliche Reihenfolge) unverstandlich erscheint. 
Die jetzt herausgegebenen Vorlesungen von 1886 scheinen ein Phanomen der 
Geschichtsschreibung zur Analysis zu erklaren, die durch die Enzyklopiddie der 
mathematischen Wissenschuften lange von der WeierstraB-Schule mtigeblich 
beeinfluljt war, such durch Ubersetzungen in Frankreich: Die MiSverstandnisse 
beztiglich der Pariser Mathematik urn 1820, die bis heute fortwirken (Ende von 
Abschnitt 4a oben). Ganz oberflachlich, aber haufig, ist die Unterstellung, mit der 
Reihenfolge von Grenziibergangen wtirde leichtfertig umgegangen; richtig ist, da13 
man in Paris auf die verschiedenen Ordnungen der auftretenden unendlich kleinen 
und grol3en Zahlen achten mu&e, wie Gaul es einmal treffend formuliert (Werke 
6,648 in einer Rezension zu Poisson von 1828). Von Cauchys beriihmten Fehlern 
lassen sich die meisten bei sorgfaltiger Lektiire der Beweise und bei Eingehen auf 
die Infinitesimalsprache als richtige und wichtige Satze erkennen. Die fiir die 
physikalischen Anwendungen wichtigen Verfahren zu divergenten Integralen und 
Reihen (Laugwitz 1989a und die Bibliographie dort) konnten ohne Verstandnis 
dieser Sprache gar nicht aufgenommen werden; ihre Wiederentdeckung im ausge- 
henden 19. Jahrhundert war mtihsam und ohne Rtickgriff auf Vorhandenes. Das 
gilt besonders fiir die Fourierschen Integrale. 
Wenn aber, wie mir scheint, WeierstraB nur wenig von der Geschichte parat 
hatte, wie kommt es dann zu den vielen Parallelen? Mathematikhistorisch ist es 
unbefriedigend, mit Spalt (1991) ontologische Ubereinstimmungen zu vermuten. 
Bei Cauchy und WeierstraB haben wir es mit Mathematikern zu tun, und da scheint 
mir die von Grattan-Guinness (1990, 55-57) vorgeschlagene Unterscheidung von 
Denkweisen in der Analysis angemessener: Lagrange dachte sicherlich alge- 
braisch, Fourier geometrisch, und Cauchy, Bolzano, und Weierstrarj haben die 
analytische, mit Grenztibergangen oder Infinitesimalien argumentierende Denk- 
weise gemeinsam. Es ist hier nicht Platz, das zu vertiefen. Es wird aber einleuch- 
ten, daB eine Verwandtschaft in der mathematischen Denkweise bei benachbarten 
Fragestellungen auf ahnliche Losungen fiihrt, so dal3 Parallelen zu beobachten 
sind, ohne d& eine unmittelbare Abhangigkeit besteht. 
Man kann so such erklaren, da13 WeierstraB die Fouriersche geometrische Denk- 
weise nicht als streng anerkannte und, da er Cauchy im hier besprochenen Zusam- 
menhang nicht zur Kenntnis genommen hatte, meinte, manches sei noch nicht 
streng bewiesen. 
Die Ablehnung der geometrischen Denkweise in der Analysis einerseits, doch 
die Annaherung an die algebraische Denkweise des arithmetischen Ausdrucks 
andererseits scheinen mir aus den WeierstraBschen Vorlesungen deutlich zu sein. 
Seine Schiiler sind ihm in letzterer Hinsicht nicht gefolgt. 
Bei Bolzano ist in den Zahlen- und GroRenausdrticken des Nachlasses eine ganz 
ahnliche Entwicklung zu beobachten. Beide gehen nicht so weit wie Lagrange, 
der Konvergenz und Infinitesimalien, also die analytische Denkweise, ganzlich zu 
eliminieren suchte. Nimmt man Cauchys Zahlbegriff, der neben den reellen such 
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unendlich kleine und grol3e Zahlen urnfaSt, ernst, so kommt dieser einer alge- 
bra&hen Auffassung der Analysis am ntichsten. 
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